
普通人眼中的微积分
林念

一个普通爱好者

序

一个数学爱好者的自白

作为一个普通的数学爱好者，一直很想聊聊自己视角下的微积分。

比起专业教材，这篇长文，姑且称之为讲义，更多是为了解决我在看书时的
“为什么？”而出现的。

我是一个很容易走神的人，大学里微积分课，老师讲极限的 "¡ � 定义，我
看明白了，但还是在心里问，“怎么想到这样定义极限的呢？为什么我们要定义
极限？”看科普时看到戴德金分割，花费一番力气搞清楚了，又在想，“为什么
能想到这样的定义方式？天才的想法就是这样琢磨不透吗？”又有于品教授的讲
义，上面有一个 Schroeder-Bernstein定理，我就在想为什么你就能想到我们要考
虑 F = fX �Ajh(X)[A0�Xg ？

记不得多少次在深夜对着一个定义发呆，心里憋着问的“凭什么”最终也只
变成一次叹气。

我是一个资质平庸的人，好奇心对我来讲不是什么优秀品质，按曾经我的一
个老师的话讲，我是眼高手低。

像是一个没有艺术天赋的人逛画展，只要欣赏就好了，为什么要用自己粗浅
的头脑揣测艺术家的作画过程？

是啊为什么呢？

这个问题深深地折磨我，今天我会开始尝试回答。

2026年4月7日

关于我

QQ群：97676468。b站：林念太倒霉了。
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1 数列极限

1.1 从历史到定义

在古希腊时期，人们为了计算圆的面积，提出了用一列圆内接正 n 边形的面
积 Sn 来逼近圆的面 S 。用现在的话说，这个序列 fSng 的“极限”是 S 。

柯西或许是第一个深入思考了这些有“极限”的特殊数列和它们的“极限”
之间的关系的人，他对这种关系给出了一个正式的定义：

定义 1. 柯西的极限定义

设 fxng 是一个实数序列，a 是一个实数，若 fxng 在整体上趋近于 a ，且差
值

jxn¡ aj

在整体上趋近于 0 。就称 fxng 的极限是 a 。

柯西的定义非常直观，但是不够严谨，他用了“趋近 approach”这些口语，
数学家 Weierstrass 整理了这个定义，给出了一个更严谨的版本：

定义 2. Weierstrass 的极限定义

设 fxng 是一个实数序列，a 是一个实数。若取任意 "> 0 ，存在一个对应的
正整数 N =N(") 使得：对任意 n>N ，都有

jxn¡ aj 2 ":

则称 fxng 的极限是 a 。

思考一下，“任意 " ，存在一个 N ”和“存在一个 N ，任意的 " ”逻辑上
是否是等价的？

我们关心很多问题，怎样的数列才有极限？一个数列只能有一个极限吗？怎
么计算数列的极限？有极限的数列都具有什么性质......

文艺一点我们把有极限的数列称作收敛数列，把没有极限的数列称作发散数
列。

我们现在就能回答，一个数列至多有一个极限：设 fang 是数列，a; b 都是它
的极限，也就是说

an¡ a! 0

数列极限 3



且

an¡ b! 0:

我们希望有

cn= a¡ b=(an¡ b)¡ (an¡ a)! 0:

显然 cn 作为一个常值数列趋于 0 ，就代表每项都是 0 , 也就是 a¡ b=0 。

这个希望是可以证明的，事实上我们可以发现求极限和四则运算的关系：

定理 1. 极限的四则运算

设数列 fang 收敛到 � , fbng 收敛到 � ，则有

1 . fan+ bng 收敛到 �+ � ;

2 . fan � bng 收敛到 �� ；

3 . 若 �=/ 0 则 fan/bng 收敛到 �/� 。

我们还有一个结果，在计算（证明）极限时候很好用：

定理 2. 夹逼定理

设 fang; fbng; fcng 是数列，且存在一个正整数 N0 , 当 n�N0 时

an� bn� cn

恒成立。若

lim
n!1

an= lim
n!1

cn=�;

则

lim
n!1

bn=�:

1.2 单调有界数列

如上一节提到的，人类第一次探索数列和极限的关系，很可能就发生在单调
递增数列 fSng 和它的极限 S 上。其中 S 是 fSng的上界，且是一个特殊的上界。

极限一词 limit 的词源就是拉丁语 limes ，意为“边界”。我们在口语中也总
是把“极限”用作描述某个集合的一个特殊上界。
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这些上界特殊在哪？我们发现特殊在它是关于对应集合的最小的上界。我们
称它是集合的“上确界”。

定义 3. 上界，上确界

设 E 是实数集的一个子集，a 是实数。若对于任意 x2 E 都有 x� a ，则称
a 是集合 E 的一个上界。

若 a 是集合 E 的一个上界，且 a 是集合 E 的所有上界中最小的上界，则称
a 是 E 的上确界。

类似地我们可以定义下确界。

显然如果 E 是一个无穷集，那么对于它的上确界 a ,可以从 E 中找到一串单
调递增的序列 fang�E 使得 an!a ; 反过来对于任意一个单调递增的数列 fang ,
它的极限如果存在也一定是它的上确界.。

我们应该会提出这样一个问题：每个单调递增的数列都有极限吗？没有上界
的肯定没有，递增到正无穷了，有上界的呢？

设 fang 是单调递增的数列，已知它存在一个上界 M , 它一定存在极限吗？
换句话说，它一定存在上确界吗？

几何直觉告诉我们，把 M 对应的点在数轴上往左移动，一定会有某个点正
好是上确界. 所以单调递增且有上界的数列一定有上确界，也就是它的极限。

我们可以用这个方法得到更一般的结论，实数系里，任意一个非空有上界的
子集，都存在上确界。我们把这个结论叫做 确界原理 。我们没有证明它，只是
由几何直觉相信它成立。或者说我们假设实数系具有这么一个几何性质。

1.3 柯西收敛定理

我们会接触很多具体的数列，随着接触得多了，我们可能会好奇，有没有一
个一般的法则，来判断数列是否收敛呢？

回顾数列极限的定义，我们目前只有在知道数列的极限的前提下，才能证明
数列是收敛的。但是 “按道理” 应该有一个方法是基于数列通项本身的变化情
况来判断它是否收敛。

如果 fxng是收敛数列，那么由于它的项在整体上离 lim xn越来越近，这些项
之间也在整体上越来越近，用数学语言表述就是: 任给 � > 0 , 存在对应的正整数
N , 任意 m;n>N 都有

jxn¡xmj<�:

我们把满足这样性质的数列叫做 Cauchy 列，也就是说收敛数列一定是 Cauchy
列，那么反过来 Cauchy 列一定收敛吗？这其实是一个靠自己想很难想出来的问
题。柯西自己可能也没有想明白，他只是把它当作一个不需证明的事实。
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设 fang 是柯西数列，若它不收敛，那么对于任意 x2R ，x 都不是 fang 的
极限。
在学极限概念的时候，有人发现，如果说 r 是 frng的极限，是不是说关于 r

的任意一个”范围很小的以 r 为中心的开区间”，我们称 r 的一个”邻域”

(r¡ �; r+ �);

frng 都只有有限项落在这个邻域外面。

对于柯西列 fang , 若 x2R 不是它的极限，则存在一个关于 x 的邻域 E(x)，
只包含 fang 的有限项:

证明. 假设对于任意 x 的邻域 E(x)，都包含 fang的无穷多项，则我们可以找到
fang 的一个”子列”（从 fang 中”挑出来”的一个数列）faf(n)g , 使得 x 是这
个子列 faf(n)g 的极限, 其中 f :N !N 是一个严格递增函数。对于柯西列，我们
知道它的项在整体上集中，现在又有一个子列 faf(n)g 趋近于 x，我们很容易想象
剩下的项 fang n faf(n)g 构成的子列 fag(n)g 和 faf(n)g 相互吸引着靠近，然后也趋
近于 x。事实上我们可以给出严谨证明.所以 fang趋近于 x ，这和我们的前提矛
盾。 �

我们很容易知道柯西列是有界的，所以 fang� [m;M ] , 若它不收敛，结合上
文我们知道对于任意 x2 [m;M ]都存在一个对应的邻域 E(x) 只包含 fang 的有限
项。而这些 E(x) 覆盖了闭区间 [m;M ] ，即

[m;M ]�
[

x2[m;M ]

E(x):

凭几何直觉我们认为如果一堆开区间盖住了一个闭区间，可以从这些开区间里找
出有限个开区间覆盖住这个闭区间。也就是说存在有限个

x1; x2; :::; xm2 [m;M ]

使得

[m;M ]�
[

1�k�m

E(xk):

那么

fang�
[

1�k�m

E(xk):

然而每个 E(xk)只包含 fang的有限项，那么它们的并集也只包含有限项，这就产
生了矛盾。所以 fang 只可能收敛。

过程中的这个直觉，或者说对实数的又一个几何性质假设，我们称为紧性。
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1.4 一些例子

1.4.1 limn!1 (1+1/n)n

这可能是最有名的一个单调数列

an=(1+
1
n
)n:

据说它来自复利问题: 某家银行这样计算利息，你存入 x 年，则你连本带利将得
到 (1+x) 倍的本金。假设你存入一年，则你将得到

(1+1)=2

倍本金。此时有人发现，如果我把一年拆成两个 1/2 年，我在第一个 1/2 年后得
到

(1+1/2)

倍本金, 取出来再存进去，在第二个 1/2 年后得到

(1+1/2)2

倍本金。这比一开始要得到的更多。如果分成 3 次呢？n 次呢？我们可以用计算
器，发现

(1+
1
n
)n

似乎是随着 n 递增的。那它有极限吗？还是会递增到正无穷？

先证明它递增，做除法

an
an+1

=
(1+

1

n
)n

(1+
1

n+1
)n+1

=(
(n+1)2

n (n+2)
)n
n+1
n+2

=(1+
1

n (n+2)
)n
n+1
n+2

=(1+
X
k=1

n
n!

k!(n¡ k)!
1

nk (n+2)k
)
n+1
n+2
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我们希望结果小于 1 ，所以我们尽量对

X
k=1

n
n!

k!(n¡ k)!
1

nk (n+2)k

这个复杂的式子做适当的放缩，这个没什么特别的方法，就是观察加经验，还可
能要多调整几次 X

k=1

n
n!

k!(n¡ k)!
1

nk (n+2)k

=
1

n+2
+

n¡ 1
2! �n � (n+2)2

+
(n¡ 1) (n¡ 2)
3! �n2 � (n+2)3

+
(n¡ 1) (n¡ 2) (n¡ 3)

4! �n3 � (n+2)4
+ ::::

注意到
n!

(n¡ k)!nk =
n (n¡ 1) � � � (n¡ k+1)

nk
< 1:

所以我们试着这样放缩

X
k=1

n
n!

k!(n¡ k)!
1

nk (n+2)k

<
X
k=1

n
1

k!(n+2)k

<
1

n+2
+

1
2 � (n+2)2

+
X
k=3

n
1

k!(n+2)k
:

为什么是要展开两项不是一项，因为按我的放缩方法只展开一项不够，总之我们
有 X

k=3

n
1

k!(n+2)k
<

X
k=3

n
1

k!(n+2)3

=
1

(n+2)3

X
k=3

n
1
k!

<
1

(n+2)3

X
k=3

n
1

k (k¡ 1)

<
1

(n+2)3
1
2
:
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所以 X
k=1

n
n!

k!(n¡ k)!
1

nk (n+2)k
<

1
n+2

+
1

(n+2)2
:

所以

(1+
1

n
)n

(1+
1

n+1
)n+1

=(1+
X
k=1

n
n!

k!(n¡ k)!
1

nk (n+2)k
)
n+1
n+2

< (1+
1

n+2
+

1
(n+2)2

)
n+1
n+2

=
n3+6n2+ 12n+7
n3+6n2+ 12n+8

< 1:

我们证明了递增。

有界性借助上面的不等式可以很好说明。

总之我们证明了

lim
n!1

(1+ 1/n)n

存在。我们把它记为 e 。

1.4.2 Cauchy 命题

例 1.

lim
n!1

1

n!n
p =0:

这个 n 次方根的形式让我们想到均值不等式

0<
1
n!

n

r
�
1+

1

2
+

1

3
+ :::+

1

n

n
;

这又让你想到夹逼定理，如果左式随着 n!1 而趋于 0 我们就完成证明了。

我们分析一下左式，左式是 1 到 1/n 的算术平均值，可以看到相加项是一个
递减且趋于零的数列，那么随着 n的增大，平均值也大概会趋于 0 。(反过来想想
如果是 1 到 n 的算术平均值是不是会趋于正无穷。) 严谨一点我们可以证明：
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命题 1. Cauchy 命题

设 fxng 是数列，如果 xn! 0; (n!1) , 则

x1+x2+ :::+xn
n

! 0; (n!1):

任意给定 � > 0 , 我们知道存在正整数 N1 , 任意 n>N1 都有

jxn¡ 0j<�:

所以当 n>N1 时，

x1+x2+ :::+xn
n

=
x1+x2+ :::+xN1

n
+
xN1+1+ xN1+2+ :::+xn

n

=An+Bn

显然

jBnj �
P

k=N1+1
n jxkj

n
< �:

又随着 n!1 , An!0。也就是说存在正整数 N2>N1 , n>N2时 jAnj<� , 此时

jx1+ x2+ :::+xn
n

j< 2 �:

根据 � 取值的任意性我们知道极限为 0 。
事实上这里把 0 换成其他常数也是一样的，直观上都是数列集中于某个常

数，所以前 n 项的平均值也会集中于这个常数。

事实上，

x1 �x2 � � � xnn
p

也是一种平均值，所有项相乘再开方，我们称这是 “几何平均值”。所以我们可
以像证明算术平均值形式的极限一样直接证明它对应的极限。
上文中这种分成两个部分分别估计的想法，也应该会在以后做题时碰到。

1.4.3 Stolz 公式

对于上文中的
x1+ x2+ :::+ xn

n
; (xn! 0);
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或许我们会想到把分母也写成 n 个项相加

x1+ x2+ :::+ xn
1+ 1+ :::+1

:

我们知道
xn
1
! 0:

也就是说任意给定 � > 0 , 存在 N1 , 任意 n>N1 , 都有

¡� < xn
1
<�:

所以对于任意 n>N1 ,

¡� <
P

k=N1

n
xkP

k=N1

n 1
<�:

故当 n>N1 时

x1+x2+ :::+ xn
n

=

P
k=1
N1 xk+

P
k=N1+1
n

xkP
k=1
N1 1+

P
k=N1+1
n 1

=

P
k=1
N1 xkP

k=1
N1 1+

P
k=N1+1
n 1

+

P
k=N1+1
n

xkP
k=N1+1
n 1

�
P

k=N1+1
n

1P
k=1
N1 1+

P
k=N1+1
n 1

=An+Bn �Cn:

易知

An! 0; Cn! 1:

故存在充分大的 N2>N1 , 当 n>N2 时

¡�<An<�; 0<Cn< 2;¡�<Bn<�:

故 n>N2 时

¡3 � < x1+ x2+ :::+xn
n

< 3 �:

根据 � 的任意性可知
x1+x2+ :::+xn

n
! 0; (n!1):

更一般的
x1+x2+ :::+ xn
y1+ y2+ :::+ yn

数列极限 11



这样形式的极限, 我们也有对应的结论。

命题 2. 一个结论 设 a2R, xn; yn2R , yn> 0 总是正数, 且

X
k=1

n

yk!+1:

若
xn
yn
! a; (n!1):

则
x1+ x2+ :::+ xn
y1+ y2+ :::+ yn

! a; (n!1):

请你仿照上文自行给出证明。
我们把这个结论变形一下，令

Xn=
X
k=1

n

xk; Yn=
X
k=1

n

yk:

就得到了 Stolz 公式（之一）。

定理 3. Stolz 公式之一

设 a2R , Xn; Yn2R , fYng 是严格单调递增到正无穷的数列, 若

lim
n!1

Xn¡Xn¡1

Yn¡Yn¡1
= a;

则

lim
n!1

Xn

Yn
= a:

我们还有

定理 4. Stolz 公式之二设 a2R , Xn;Yn2R , fYng是严格单调递减到 0 的数列,
若

lim
n!1

Xn¡Xn¡1

Yn¡Yn¡1
= a;

则

lim
n!1

Xn

Yn
= a:
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(PS: 严格单调的意思是后一项与前一项不取等号。)
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2 实数

2.1 动机

在上一节我们提到了，我们有关极限的两个重要结论，是基于我们对实数集
的几何性质的假设。这就给了我们动机去研究实数集本身。

我们希望实数集具有哪些性质呢？这些性质是否会冲突？实数集到底是个怎
样的集合，或者说，实数集的定义是什么？

极限理论是微积分的基础，实数理论则是极限理论的基础。

在学习微积分之前，我们对实数的认识其实是基于几何学概念的，实数代表
长度，代表面积，代表体积。我们没有想过它到底该怎么定义，为什么它是”
数”？

最简单的数是自然数，加法的逆运算让我们想着扩充它，于是有了负数，乘
法的逆运算让我们想着定义分数（也就是有理数），从自然数到有理数的构造是
比较简单自然的，但是从有理数到实数的构造很困难。历史上我们一开始认为有
理数可以表示所有物体了，然而几何学告诉了我们腰长为 1 的等腰直角三角形的
斜边长度不能用有理数表示，这个发现被我们称为第一次数学危机。古希腊人甚
至把“数”分成两种，一种是有理数，另一种是几何上的各种”度量”。

我们这章的目的是用有理数去构造出实数，并验证它满足我们的各种假设。

2.2 公理化实数系

首先我们希望实数系是这样的

(R;+;�; <;=)

其中 R 是集合，+;�是 R 上的二元运算，<是 R 上的序关系, =是 R 上的等价
关系。它们满足

命题 3. 加法公理

1. 8x; y 2R , x+ y= y+ x ;

2. 8x; y; z 2R , (x+ y)+ z=x+(y+ z) ;

3. 存在元素 02R , 使得任意 x2R , 成立 0+x=x ;

4. 对任意 x2R , 存在 y 2R , 使得 y+x=0 , 记这个 y 为 (¡x) ;
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命题 4. 乘法公理

1. 8x; y 2R , x� y= y�x ;

2. 8x; y; z 2R , (x� y)� z= x� (y� z) ;

3. 存在元素 12R=/ 0 , 使得任意 x2R , 成立 1�x= x ;

4. 对任意 x2R=/ 0 , 存在 y 2R , 使得 y�x=1 , 记这个 y 为 x¡1 ;

命题 5. 分配律

1. 8x; y; z 2R , (x� y)+ z=x� z+ y� z .

命题 6. 序关系

1. 若 x< y , y < z , 则 x< z ;

2. 对任意 x; y 2R , x< y , x= y , x> y 三者有且只有一个成立 ;

3. 与加法相容，若 x< y , 对任意 z 2R , 都有 x+ z < y+ z ;

4. 与乘法相容，若 x> 0 , y > 0 , 则 x� y > 0 .

命题 7. 等价关系

1. 任意 x2R 都有 x=x .

2. 若 x= y , 则 y=x .

3. 若 x= y , y= z , 则 x= z .

这些是经过分析后，对 +;�; <;= 这四个结构最精确的刻画，其它的很多命
题都可以由上述的这些性质推导出来. 比如我们认为

x+ z= y+ z=)x= y:
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这实际上可以由加法公理的几条推出：若 x+ z= y+ z , 则

x=x+0

=x+(z+(¡z))

=(x+ z)+ (¡z)

=(y+ z)+ (¡z)

=y+(z+(¡z))

=y+0= y:

只有这四个结构不足以刻画我们想要的 R ,因为 Q也具有这样的四个结构，我们
印象中对 Q 和 R的区别就是几何性质的，我们认为 R 对应一条连续的直线，而
Q 是有漏洞的虚线。

利用 Q 来构造 R 的过程就是怎么只用 Q 这个系统内部的元素和结构来表示
这些洞。

我们在下一小结讲构造的过程，这里我们还是先列举 R 在我们心里有哪些几
何性质。

也是经过一番分析，R 一共具有六个等价的几何性质，这其中包括我们在上
一节中提到的确界原理和紧性：

命题 8. 确界存在定理

内容：非空有上界的实数集必有上确界；非空有下界的实数集必有下确界。

用符号表述：设 S�R 非空。若 S 有上界，则 sup S 存在；若 S 有下界，
则 inf S 存在。

直观： 实数系中， 有“天花板” 的集合一定有一个最小的天花板（上确
界），即使这个确界不在集合内部.有理数集不具备此性质，例如 fx 2Qj x2<
2g 在 Q中没有上确界。

命题 9. 单调有界定理

内容：单调递增且有上界的数列必收敛；单调递减且有下界的数列必收敛.

直观：一直单调增加但始终不超过某个数，则数列必然趋近于一个极限.这
体现了实数系“无洞”的性质��极限不会跑出实数集。
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命题 10. 闭区间套定理

内容：设 f[an; bn]gn=11 是一列闭区间，满足：

1. [an+1; bn+1]� [an; bn]（嵌套）；

2. limn!1 (bn¡ an)= 0（长度趋于 0）。

则存在唯一实数 �，使得 � 2
T

n=1

1
[an; bn]，且

�= lim
n!1

an= lim
n!1

bn:

直观：不断缩小的闭区间套最终会精确锁定一个点。

命题 11. 有限覆盖定理（Heine�Borel 定理）

内容：设 [a; b] 是一个闭区间，fU�g�2I 是一族开区间，满足

[a; b]�
[
�2I

U�:

则存在有限个开区间 U�1; U�2; : : : ; U�k 使得

[a; b]�
[
i=1

k

U�i:

直观：用任意多个开区间覆盖一个闭区间，总可以从中选出有限个来仍然覆盖
整个闭区间.这个性质对开区间不成立（例如 (0;1)被 f( 1

n
;1)g覆盖，但无有限子

覆盖）。

命题 12. 聚点定理（Bolzano�Weierstrass 定理）

有界数列必有收敛子列。

设 fang 是实数列，若存在 M > 0 使 janj �M 对所有 n 成立，则存在子列
fankg 收敛。

直观：有界区间内的无穷点列必然在某处“聚集”，从而可抽出收敛子列.
这是分析中证明极限存在性的重要手段。
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命题 13. 柯西收敛准则

内容：实数列 fang 收敛 () fang 是柯西列，即

8"> 0; 9N 2N ;使得 8m;n>N ; jam¡ anj<":

直观：不需要预先知道极限值，只需检验数列后面的项彼此无限接近，就能保证
它在实数系中收敛。有理数系中柯西列不一定收敛（如逼近 2

p
的有理数列），

而实数系的完备性正体现于此。

这六个定理在实数系中逻辑等价，教材通常选取其中一个作为公理（如确界
原理），再推出其余五个。它们共同刻画了实数系的“连续性”（无“空隙”），
是微积分的理论基石 。

2.3 从 Q 构造 R

我们想要从 Q 出发构造 R 。我们的材料是
�
Q;+Q;�Q; <Q;========

Q

�
，目标是

满足2.2节中各种命题的
�
R;+R;�R; <R;========

R

�
。

怎么用有理数取构造实数呢？

我们会想到极限，任意一个实数都可以由一个有理数序列的极限表示，所以

R=
n
lim
n!1

qn j fqng是收敛的有理数列
o
;

这样看似就完成了工作。

问题在于，不论是 lim 符号还是“收敛”，我们的定义都绕不开实数，但
是我们现在的工作就是构造实数，我们就不能用实数出现后才有的概念来定义实
数，这样就循环定义了。

但是这个想法是没问题的，我们可以换种说法，我们知道有理数列收敛等价
于有理数列是柯西列，而柯西列的定义是基于项之间的关系，不涉及还没出现的
实数极限：

定义 4. 有理柯西列

设 fqng 是有理数集 Q 中的序列，若对于任意有理数 ">Q0 ，都存在正整数
N 使得：任意正整数 m;n>QN ，都有

jqn¡ qmj<";
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则称序列 fqng 是有理柯西列。

我们的想法还是用有理柯西列来表示它实际上的实数极限。我们可以把这个
表示关系用映射记下来：

F (fqng)= lim
n!1

qn:

我们把所有有理柯西列的集合记作 R ,区别开我们印象中的 R。我们希望在 R上
构造出和 R 上相同的结构，即

(R;�;
;�;')

且这些结构的定义只基于
�
Q;+Q;�Q; <Q;========

Q

�
。

换个角度思考，我们其实只是把印象里的
�
R;+R;� R; <R; ========

R

�
换个名字，

而 F 就是这个“换名函数”。

也就是说我们希望有：

命题 14. “换名函数” F

F 是从 R 到 R 的映射，对任意 fqng;fpng2R，F (fqng);F (fpng)2 R ，都
有：

1. F (fqng� fpng)=RF (fqng)+RF (fpng).

2. F (fqng
 fpng)=RF (fqng)�RF (fpng).

3. fqng�fpng()F (fqng)<RF (fpng).

4. fqng'fpng()F (fqng)=RF (fpng).

（在代数上这好像是说这两个系统是同构的。）

这也就提示我们怎么去定义 (R;�;
;�;') 。

我们给出严谨的定义，这些都是通过分析命题14.得到的构造，不难，你也可
以自己试试：

定义 5. '

对任意 fqng; fpng2 R ，若对于任意有理数 ">Q0 ，存在正整数 N ，使得：
任意 n>QN ，都有

jqn¡Qpnj<Q":

则称 fqng'fpng 。
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定义 6. �

对任意 fqng; fpng2 R ，定义

fqng�fpng := fqn+Qpng:

定义 7. 


对任意 fqng; fpng2 R ，定义

fqng
fpng := fqn�Qpng:

定义 8. �

对任意 fqng; fpng 2 R ，若 fqng'/ fpng 且任意有理数 ">Q0 ，存在正整数
N ，使得：任意 n>QN ，都有

qn<Qpn:

则称 fqng�fpng 。

我们可以验证 (R;�;
;�;')满足2.2节中的命题3-7，只需把相应符号进行替
换。

我们这节的重点是证明这个 (R;�;
;�;') 满足我们希望的几何假设，我们
最终选取确界原理作为验证，一是因为它的引入很自然，二是因为上确界的描述
只基于序关系 � ，不需要新定义什么概念：

定义 9. 上界，上确界

设 E 是 R� 上的一个非空子集, 若存在 fpng 2R� 使得任意 fqng 2E 都满足
fqng�fpng 或 fqng�fpng , 则说 fpng 是集合 E 在 R� 中的一个上界。

若 fpng 是非空集合 E 在 R� 中的一个上界，且任意 fxng2R��fpng 都不是
E 的上界，则称 fpng 是 E 的上确界。

定理 5. 确界原理

若非空子集 E 在 R� 中有上界，则一定存在 fpng2R� 是它的上确界。

证明. 设 fqng2E ，fpng 是 E 在 R 中的一个上界。

我们希望用 fqng; fpng 构造出集合 E 的上确界 fxng 。
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思考，在 R中，我们应该怎么用 q=F (fqng); p=F (fpng)构造出 F (E) 的上
确界 x=F (fxng) 呢？

我们想到二分法，令 a1 是 q; p 的中点，若 a1 是 F (E) 的上界，令 b1= q ；
若 a1 不是 F (E) 的上界，令 b1= p 。又令 a2 是 a1; b1 的中点 . . . 一直找下去，
a= limn!1an 就是 F (E) 的上确界。

上面二分法的过程，严谨写出来是：归纳定义 ak+1=(ak+Rbk)/2 , bk+12fak;
bkg 且 ak+1; bk+1 中有且只有一个是 F (E) 的上界。

回到 R 中我们可以定义：令

fa0;ng= f
qn+Qpn

2
g:

若 fa0;ng 是 E 在 R� 中的上界，则令 fb0;ng= fqng ; 若 fa0;ng 不是上界，则令
fb0;ng= fpng 。归纳定义

fam+1;ng= f
am;n+Q bm;n

2
g;

fbm+1;ng2 fam;n; bm;ng 且 fam+1;ng; fbm+1;ng 中有且只有一个是 E 的上界。

(分数 1/2是有理数 2在运算�Q下的逆元，并不涉及 Q系统之外的概念。)

(后面我会省略运算符下标，大家只需知道我们使用的运算符都是在当前语境
对应的集合里的)

我们上面说，在 R 中

a= lim
m!1

am= lim
m!1

F (fam;ng)= lim
m!1

�
lim
n!1

am;n

�
是 F (E) 的上确界。

现在要构造一个有理柯西列 fxng2 R 是 E 的上确界，那么就是

F (fxng)= a

也就是

lim
n!1

xn= lim
m!1

�
lim
n!1

am;n

�
怎么构造这样的 fxng ？
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我们把方阵排出来

a1;1 a1;2 a1;3 a1;4 a1;5 a1;6 ::: a1

a2;1 a2;2 a2;3 a2;4 a2;5 a2;6 ::: a2

a3;1 a3;2 a3;3 a3;4 a3;5 a3;6 ::: a3

a4;1 a4;2 a4;3 a4;4 a4;5 a4;6 ::: a4

a5;1 a5;2 a5;3 a5;4 a5;5 a5;6 ::: a5

a6;1 a6;2 a6;3 a6;4 a6;5 a6;6 ::: a6

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� a

每一行从左往右趋近最右边的 am , 最右边一列从上到下又趋近左下角的 a 。

如果给一个误差 �>0 ,我们可以在每一行找到一个 am;Lm使得 jam;Lm¡amj<� ,
那这个序列 fxkjxk= ak;Lkg 如果收敛，极限 x 也会满足 jx¡ aj<� 。

更进一步，每一行的误差不相同，随着行数趋于0，最后的极限 x 是不是就
等于 a 了？
如果我们令 Nm 是满足

jam;Nm¡ amj<
1
m

的正整数。那么令 fxkjxk= ak;Nkg ，有

jxk¡ aj � jak;Nk¡ akj+ jak¡ aj<
1
k
+ jak¡ aj! 0 :

此时的 fxkjxk= ak;Nkg 的极限就是 a ，也就是我们要找的有理柯西列。

我们的工作还没做完，上面是我们借助印象里的 R 找到了构造 fxng 的方
法，我们依旧要写一个只依赖 Q 和 R 的验证过程。

回到 R� ，我们写一个严谨的过程，首先这里没有 am=F (fam;ng)，所以我们
定义: Nm 是满足：任意给定 l�Nm , 都有

jam;Nm¡ am;lj<
1
m

的正整数。 这肯定能取到因为 fam;ng 都是有理数柯西列, 这就是定义。
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令 fxkjxk= ak;Nkg 我们依次证明

1. fxkg 是有理数柯西列，也就是 fxkg2R� ；

2. fxkg 是 E 在 R� 中的上界 ；

3. 是上确界。

1. 任意取定有理数 � > 0 . 我们知道对任意 n ,

jam+1;n¡ am;nj=
jam;n¡ am¡1;nj

2
=
jqn¡ pnj
2m+2

:

又由有理数柯西列的定义, 存在正有理数 M1 , 对任意 n , 都有

jqn¡ pnj<M1 :

存在一个正整数 M2>M1 满足

1
M2

+
M1

2M2+2
<� :

故任取 m1;m2>M2 , 不妨假设 Nm1�Nm2 , 我们有

jxm1¡xm2j=jam1;Nm1
¡ am2;Nm2

j

�jam1;Nm1
¡ am2;Nm1

j+ jam2;Nm1
¡ am2;Nm2

j

<
M1

2M2+2
+

1
M2

<� :

证毕。

2. 反证法

如果 fxkg 不是 E 的上界，则存在 fykg2E�fxkg 。

在 R 中就是

limyk> limxk:

也就是说

引理 1.
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存在有理数 � > 0 ，正整数 M1 ，任意 k1; k2>M1 都有

yk1>xk2+ 100�:

这个引理1.可以不借助 R 给出证明。留作习题。

我们知道 xm= am;Nm ，任意 l�Nm , 都有

jam;Nm¡ am;lj<
1
m
:

所以任意 k1;m>M1 ，l�Nm都有

yk1>xm+ 100� >am;l¡
1
m
+ 100� :

当 m 充分大时，任意 k1>M1; l�Nm 都有

yk1>am;l+ 50� :

也就是说存在正整数 M2 ，任意 m>M2 都有

fyng�fam;ngn=11

从 fam;ngn=11 的取法知道，此时 fbm+1;ngn=11 = fbm;ngn=11 = � � �= fbM+1;ngn=11 (m>

M2)，记作 fbngn=11 。fbngn=11 是 E 的上界且

0<bn¡ am+1;n=
bn¡ am;n

2
; (m>M2):

在“1. fxkg是有理数柯西列”的证明部分我们就计算过类似的，可以试着自己算
一下，总之我们会证明 fxng 和 fbng 是等价的。这就导出了矛盾。

3. 证明留给读者。

�

我们验证了确界原理在 (R;�;
;�;') 上是成立的。

现在我们有了一个满足确界原理，又满足我们熟知的代数性质的空间，我们
就相当于构造出了实数系，只不过是“改名版的”。
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3 集合的基数

3.1 实数比有理数多吗？

在上一节我们提到，实数是一条连续的直线，而有理数是有洞的虚线。理所
当然地，我们会认为这是因为有理数太少了，而实数显然比有理数多。

但是认真思考， 会提出一个问题， 集合的几何属性真的只由元素数量决定
吗？排布方式会不会影响？我们知道有理数也是有无穷多个的，如果把它们排列
得密集一点，它还会是有洞的吗？会不会就是连续的直线了？

要讨论有理数和实数到底哪个多，我们应该统一一下，“多少”的定义。

怎么比较两个集合元素的多少？相信很多人认为是数数，但是别说无穷和无
穷怎么比较了，事实上我们在面对两堆数量很多的物品的时候，我们也并没有数
清楚。

我们实际上有在用一种映射的思想，如果存在从集合 A 到集合 B 的单射, 就
认为 B 的元素“多于” A 。

这种思想在儿童身上更明显，可能因为他们数数的能力更差。宋颖和胡清芬
(2009) 发表在《心理与行为研究》上的论文 《4~5岁儿童一一对应任务中的比
例效应》有提到儿童会用“匹配”策略替代数数，也就是将两集合的元素一一匹
配，匹配后仍有剩余元素的集合则多，元素不足的则少。这其实就是用映射来刻
画集合之间的"多少"关系。

我们试着用映射的语言给集合的“多少关系”下一个定义：

定义 10. 集合的“多少关系”

设 A;B 是两个集合，若存在从集合 A 到集合 B 的单射，则称集合 A 元素
“少于”集合 B 。沿用中学时的记号，jAj< jB j 。

当集合是有限集时，这个定义没问题，也符合我们的印象。当集合是无限集
时，如果你仔细思考，你会发现这样一个问题：

问题 1.

设 A;B 是无限集，若存在从集合 A到集合 B 的单射，能否同时存在集合 B
到集合 A 的单射？

如果可以同时存在，那么就意味着 A“少于” B 的同时 B “少于” A。这
种“少于”关系，不太符合我们的想象。

事实上考虑正整数集 N+ 和自然数集 N ，我们发现

f :N+¡!N; f(n)=n
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和

g:N¡!N+; f(m)=m+2

都是严格的单射。

所以我们有必要修改一下定义：我们希望“多少关系”是一个2.2节命题6里
那样的序关系，即任意集合 A;B ，jAj< jB j; jAj= jB j; jAj> jB j有且仅有一个成
立。所以如果集合 A到 B 有单射，集合B到A有单射，我们是希望这种情况对
应 jAj= jB j 。所以我们对集合 A 到 B 有单射应该定义成 jAj6 jB j 。

所以有：

定义 11. 集合的基数

如果存在从集合 A 到集合 B 的单射, 就说 B 的“基数”大于等于 A 的“基
数”,记作 jB j�jAj。如果存在从 A 到 B的双射,就说它们基数相等或者等价,记
作 jAj= jB j。

我们刚刚说了，希望由“jAj � jB j 且 jAj � jB j”能推出“jAj= jB j”。换言
之，我们要证明：如果存在从 A到 B 的单射,也存在从 B到 A的单射,那么这两
个集合之间存在双射。

定理 6. Schroeder-Bernstein 定理

设 A;B 是非空集合。如果存在从 A 到 B 的单射和从 B 到 A 的单射, 那么
存在从 A 到 B 的双射。

证明. 设 f :A!B 与 g:B!A 都是单射。我们希望利用它们构造一个从 A 到 B
的双射 F 。由于单射在任意子集上的限制仍是单射,我们尝试将 A分成两个恰当
的区域:

A=A1[A2;

使得定义


(x)=

(
f(x); 若 x2A1;

g¡1(x); 若 x2A2

是一个双射 。

先分析 A1; A2 应满足的条件 。 要使 g¡1(x) 在 A2 上有定义, 需 A2� g(B) 。
记 A0=A n g(B), 则 A0�A1。因此, A1的最小可能为 A0,最大为 A。当 A1=A0

时, g¡1 给出 A2 到 B 的双射, 加上 f :A1!B 后成为满射 (可能“溢出”); 当
A1=A 时, 
= f 是单射 (可能“未填满”) 。 我们希望找到一个临界点, 使得 

既是单射又是满射 。
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 是单射() f(A1)\ g¡1(A2)=; () g(f(A1))\A2=;。 () h(A1)�A1 ,
其中 h= g � f 。


 是满射 () B� f(A1)[ g¡1(A2) () g(B)�h(A1)[A2 () A1nh(A1)=
A nh(A1)\A1�A n g(B)=A0 () A1�h(A1)[A0 。

我们考虑集族 F = fX �Ajh(X)[A0�Xg 和集族 E = fX �AjX � h(X)[
A0g 。 当 A12F 时 
 是单射；当 A12E 时 
 是满射 。 当 A12F \ E 也就是
A1= h(A1)[A0 时 
 恰好是双射 。 现在问题就是怎么确定 F \E 不是空集？换
句话说，怎么证明存在满足这个等式的 A1 ? 直觉上从 A2F 到 A02E ，取的范
围是在 “变小” 的。我们希望存在 A12F \E 那这个 A1就应该是 F 中范围最
小的或者说 E 中范围最大的 。 那我们就想到了令

A1=
\
X2F

X

这个定义是合法的因为 F 确实不是空族，我们有 A2F 。我们只需要验证这个
A1 是否在集族 E 中就行了 。

证明留给大家 。 �

3.2 可数集

基数最小的无穷集是什么？

显然是自然数集，你可以建立从 N 到任意一个无穷集的单射。

我们于是把和 N 基数相等（也称“等势”）的集合叫做“可数集”。

定义 12. 可数集

若集合 A 与自然数集 N 存在双射，则称 A 是一个可数集。

有些教材会将有限集也叫可数集，我们这里不做区分，因为有限集很简单，
你可以自行讨论。

事实上, A是可数集,按定义即存在一个双射 f :N+!A,使得 A=ff(n)jn=0;
1; 2; : : :g。

也就是说, 如果 A 中的元素可以排列成一列: a0; a1; a2; a3;::: (有起点), 那么定
义 f(n) = an 即满足条件的双射。这是对可数集的一个直观解释。在许多教材中,
可数集也被称为“可列集”。(我们有时候从 a1 开始记。)

我们列举一些可数集的例子。

例 2. 负整数集 Z<0
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负整数集 Z<0 是一个可数集。

证明略。

例 3. 整数集 Z

整数集 Z 是一个可数集。

我们想到可以把 Z 排成这样一列：

0;¡1; 1;¡2; 2; : : : :

这就建立了到自然数集的双射。

很有趣，Z=Z>0[N 是两个可数集的并集，但它仍是可数集。事实上我们用
同样的做法证明：

定理 7. 有限个可数集的并集

设 A1; A2; : : : ; Am 是 m 个可数集，则它们的并集[
16i6m

Ai

是可数集。

证明. 把元素都列出来我们将得到一个方阵：

A1 a1;1 a1;2 : : : a1;n : : :
A2 a2;1 a2;2 : : : a2;n : : :

���
Am am;1 am;2 : : : am;n : : :

其中第 i 行是集合 Ai 的所有元素，因为是可数集所以可以列举出来。

整个方阵就是并集的所有元素（可能有重复的），我们只需像例3.一样，先
“数”完一列，再数后一列，就可以把整个方阵给列举出来。

A1 a1;1 a1;2 : : : a1;n : : :
# # #

A2 a2;1 a2;2 : : : a2;n : : :

���
Am am;1 am;2 : : : am;n : : :

�
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我们当然想到了，可数个有限集的并集也是可数集，按上面列成方阵，每一
排都是有限的，数完整排再数下一排即可。

定理 8. 可数个有限集的并集

设 A1; A2; : : : ; Am; : : : 是可数个有限集，则它们的并集

[
i=1

1

Ai

是可数集。

当考虑无穷个集合的并集时，我们有时会这样记：[
i2I

Ai;

其中 I 是指标集，存在一个双射

f : I ¡!fAig; f(i)=Ai:

当 I 是可数集时，就表示可数个集合的并集。当 I 是比可数集基数更大的集合
时，也可以表示 jI j 个集合的并集。

“有限个可数集”和“可数个有限集”都证明了是可数集，下一步就会想到
“可数个可数集”，它对应一个无限延生的方阵 (ai;j) 其中 i; j 2N+ 。

我们知道全体正有理数 Q>0都可以写成 i/j 的形式，那么就存在一个单射从
Q>0 到这个方阵 (ai;j) ：

f :Q>0¡! (ai;j); f(i/ j)= ai;j:

所以如果我们证明了方阵 (ai;j) 可数，那么有理数集就是可数集；如果方阵不可
数，我们也发现了第一个“不可数集”。

把方阵列出来：

a1;1 a1;2 a1;3 a1;4 a1;5 : : :
a2;1 a2;2 a2;3 a2;4 a2;5 : : :
a3;1 a3;2 a3;3 a3;4 a3;5 : : :
a4;1 a4;2 a4;3 a4;4 a4;5 : : :
a5;1 a5;2 a5;3 a5;4 a5;5 : : :

��� ��� ��� ��� ���

有没有一种方法不遗漏地把方阵元素列成一排，或者说，“数完”？
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想象一个贪吃蛇从 a11 出发, 不回头地遍历所有元素, 路径如下:

a11 !! a12 a13 !! a14 : : :
# " #

a21   a22 a23 a24 : : :
# " #
a31 !! a32 !! a33 a34 : : :

#
a41   a42   a43   a44 : : :
#
��� ��� ��� ���

顺着箭头方向, 可以将所有 aij 排成一列, 因此方阵是可数的。

如果没有玩过贪吃蛇，你或许想不到，但也可以从我们前两种更简单的情况
入手，试着把“可数个可数集”归纳成“有限个可数集”或“可数个有限集”。

我们试着把方阵分割成可数个有限集：例如, 取正方形区域 Ak = faijj i � k;
j�kg, 每个 Ak 是有限集,且整个方阵阵等于 S

k=1

1
Ak。根据可数个有限集的并集

仍可数的结论, 原方阵可数。

A3=
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

所以我们就证明了正有理数集 Q>0 是可数的，显然有理数集

Q=Q<0

[
f0g

[
Q>0

也是可数的。

这似乎佐证了我们一开始的担心，排列方式不同会让你感觉 N 比 Q 的元素
少得多。

3.3 不可数集

有没有集合的基数比可数集的大？

目前我们不清楚哪个集合是不可数的，我们想办法用可数集构造出一个不可
数集。并集已经验证了，可数个可数集的并集还是可数集。还有什么方法？

在高中我们知道，如果一个有限集合 A 的基数（元素个数）是 n ，则它的
幂集（所有子集构成的集合）P (A) 的基数是 2n。也就是说对于有限集 jP (A)j>
jAj 。那么对于无穷集呢？
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定理 9. 有限集的幂集（回顾）

如果一个有限集合 A 的基数是 n ，则它的幂集P (A) 的基数是 2n 。

证明. 设集合 A=fa1; a2; : : : ; ang。对于任意 16k6n ，E�A ，有两种情况：1.
ak2E ；2. ak2/ E 。

我还记得高中老师叫我们这样记：设 jP (A)j=m ，P (A)= fE1; E2; : : : ; Emg，
有这样一个方阵，

a1 a2 a3 : : : an
E1 x1;1 x1;2 x1;3 : : : x1;n
E2 x2;1 x2;2 x2;3 : : : x2;n
E3 x3;1 x3;2 x3;3 : : : x3;n
E4 x4;1 x4;2 x4;3 : : : x4;n
��� ��� ��� ��� ���
Em xm;1 xm;2 xm;3 : : : xm;n

;

其中 xi;j 是 0 或 1 分别表示 aj 不在或在 Ei 中。所以 P (A) 就和集合

B= f(x1; x2; : : : ; xn)jxi2f0; 1gg

建立起了双射。而我们可以算出 jB j= 2n 。（看不出来的话可以用数学归纳法。）
�

定理 10. 可数集的幂集

如果一个集合 A 是可数集，则它的幂集 P (A) 满足 jP (A)j> jAj 。

证明.

如果幂集 P (A) 是可数集，那么我们可以把它的元素列出来：

P (A)= fE1; E2; : : : ; Em; : : :g

其中任意 Ei�A 。
那么我们仍然可以像之前一样，设集合 A= fa1; a2; : : : ; an; : : :g ，有

a1 a2 a3 : : : an : : :
E1 x1;1 x1;2 x1;3 : : : x1;n : : :
E2 x2;1 x2;2 x2;3 : : : x2;n : : :
E3 x3;1 x3;2 x3;3 : : : x3;n : : :
E4 x4;1 x4;2 x4;3 : : : x4;n : : :

��� ��� ��� ��� ��� : : :

Em xm;1 xm;2 xm;3 : : : xm;n : : :

��� ��� ��� ��� ���

;
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其中 xi;j 是 0 或 1 分别表示 aj 不在或在 Ei 中。所以 P (A) 就和集合

B= f(x1; x2; : : : ; xn)jxi2f0; 1gg

建立起了双射。

上文说如果 P (A) 是可数的，那么上面这个排列就可以把它的元素列出来。
那么，如果你可以找到一个被上面的排列遗漏的元素，就说明 P (A)不是可数的。
（逆否命题。）

也就是说找到一个被

(x1;1 x1;2 x1;3 : : : x1;n : : :)
(x2;1 x2;2 x2;3 : : : x2;n : : :)
(x3;1 x3;2 x3;3 : : : x3;n : : :)
(x4;1 x4;2 x4;3 : : : x4;n : : :)

��� ��� ��� ��� : : :

(xm;1 xm;2 xm;3 : : : xm;n : : :)

��� ��� ��� ���
遗漏的 B 的元素。
也就是找到一个

(y1; y2; y3; : : : ; yn; : : : ); yi2f0; 1g

和上面这些都不同。
Cantor 发现，如果我们把对角线上的元素 xi;i 取出来，再令 yi = f0; 1g n

fxi;ig ，即若 xi;i=0 ，则令 yi=1 ；若 xi;i=1 ，则令 yi=0 。那么

(y1; y2; y3; : : : ; yn; : : : )

会和任意一行的数组都有至少一个位置（xi;i）上的不同。也就是说我们找到了一
个被遗漏的元素。
综上我们就证明了 jP (A)j> jAj 。

�

熟悉二进制的读者会发现，这一证明实际上也说明了实数集是不可数的，请
大家自行思考。
事实上这个对角线方法还可以推广，我们可以证明任何集合的幂集的基数都

大于自身。

定理 11. 集合的幂集

对任意一个集合 A ，它的幂集 P (A) 满足 jP (A)j> jAj 。
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证明. 设 A是任意不可数集合， P(A)是其幂集。假设存在双射 f :A!P(A)，则

P(A)= ff(a)j a2Ag:

回忆之前对于可数集 A0的对角线方法：我们先假设存在双射 g:A0!P(A0)，
于是 P(A0) = fg(an)j an2A0g。然后找到了一个 A0 的子集 Y是被遗漏的，其中
Y 是这样构造的：若 an2 g(an)，则令 an2/ Y；若 an2/ g(an)， 则令 an2Y。

类似地，我们可以构造 A 的子集 E：对任意 a 2 A， 若 a 2 f(a) ，则令
a2/ E； 若 a2/ f(a) ，则令 a2E。显然，E 与每个 f(a) 都不同，这就导出了矛
盾，因此不存在从 A 到 P(A) 的双射 (更准确地说, 不存在满射)。 �

3.4 实数集

我们最后讨论和实数集有关的集合的基数。

问题 2. 实数集的基数

实数集 R 是可数集吗？请讨论。

证明. Cantor 的证明。

事实上 Cantor 的对角线方法应该出自这里。假设 [0; 1] 中的实数是可数的，
则它们可以排成一个无穷序列

r1; r2; r3; : : :

将每个实数表示为十进制小数（约定不使用无穷多个 9 的表示法，例如 0.1000 :::
代替 0.0999 : : :），即

r1=0: a11a12a13a14 : : :
r2=0: a21a22a23a24 : : :
r3=0: a31a32a33a34 : : :

���
其中每个 aij 2f0; 1; : : : ; 9g。

现在构造一个新数 x=0: b1 b2 b3 : : :，其小数位按如下规则确定：

bn=

(
5; 若 ann=/ 5;

6; 若 ann=5:
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于是 bn=/ ann对所有 n2N 成立。由于 bn只取 5 或 6，不会出现以无穷多个 9 结
尾的情形，因此 x 是 [0; 1] 中一个良定义的实数。

对于任意 n，x 与 rn在第 n 位小数上不同，故 x=/ rn。这意味着 x 不在序列
fr1; r2; r3; : : :g 中，与“所有 [0; 1] 中的实数都已列出”的假设矛盾。

因此假设不成立，[0; 1] 中的实数不可数。 �

定理 12.

复数集 C 与实数集 R 等势 。

复数集可视为实数集与自身的“笛卡尔积”:

C= f(a; b)j a; b2Rg=R�R:

构造映射如下: 对任意 r2 (0; 1), 将其写成无穷小数形式 (规定不以 0 为循环节):

r=0: a1 b1 a2 b2 a3 b3 : : : ;

令

f(r)= (a; b); a=0: a1 a2 a3 : : : ; b=0: b1 b2 b3 : : : :

这给出了一个从 (0; 1) 到 (0; 1)� (0; 1) 的映射 。

但需要注意一些细节:对于有限小数,如 0。1,我们应将其表示为 0 :0999 :::而
非 0 :1000 :::, 以保证表示唯一 。 即便如此, f 仍可能漏掉某些点 (例如 (0;0:1)不
在像中)。不过, 被遗漏的只是可数个复数,即 (0;1)�(0;1)n f [(0;1)]是可数集。

若 E 是不可数集, F 是其可数子集, 则 E nF 与 E 仍等势。因此, f [(0; 1)]
与 (0; 1)� (0; 1) 等势, 从而可建立 (0; 1) 到 (0; 1)� (0; 1) 的双射 (利用 Schroeder-
Bernstein 定理,见后文)。 由此可得 (0; 1)与 (0; 1)� (0; 1)等势,进而 R与 C 等
势 (因为 R 与 (0; 1) 等势, C 与 (0; 1)� (0; 1) 等势) 。

定理 13.

推广: Rn 与 R1 均与 R 等势 。

其中 R1 表示可数个 R 的笛卡尔积，

R1= f(r1; r2; : : : ; rn; : : : )jrn2Rg:
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由数学归纳法易证 Rn与 R 等势。对于 R1我们仍考虑与它等势的子集 (0;

1)1= f(x1; x2; : : : )jxi2Rg, 对任意一个 (x1; x2; : : : ) 我们可以把它表示成一个方阵

x1 a11 a12 a13 a14 a15 � � �
x2 a21 a22 a23 a24 a25 � � �
x3 a31 a32 a33 a34 a35 � � �
x4 a41 a42 a43 a44 a45 � � �
x5 a51 a52 a53 a54 a55 � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

其中 xi=0: ai1 ai2 ai3 : : :。

前面构造的贪吃蛇路径 (或对角线枚举) 可将这个无限矩阵对应为一个序列,
从而建立单射 �: (0; 1)1! (0; 1),

�(x1; x2; : : : )=0: a11a12a22a21a31 : : :;

说明两者等势 。
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4 连续函数

4.1 从历史到定义

历史上人们对“连续”的理解就是：当自变量的变化是无穷小时，因变量的
变化也是无穷小。
得益于极限的概念我们知道无穷小就是极限为 0 。
也就是说我们期待 x¡x0! 0 时 f(x)¡ f(x0)! 0 。

参考数列极限，对于一般的函数我们当然也可以定义极限，所谓 x! a 时
f(x)! b 应该这样定义：

定义 13. 函数极限
设 a; b2R ，f 在 a 的某个邻域上有定义，若任给 "> 0 ，存在 � > 0 ，当

jx¡ aj<�

时有

jf(x)¡ bj<":

则称 f 在 x= a 处的极限是 b 。记作 f(x)! b; (x! a) 或者

lim
x!a

f(x)= b:

（定义13.不需要 f 在 x= a 处有定义。这么定义为了让它适应更一般的场
景。）
所谓连续就应该是把 b 换成 f(a) 。

定义 14. 函数的连续性
设 a; b2R，f 在 a 的某个邻域上有定义，若 x!a 时 f(x)! f(b)，则称 f

在 x= a 处连续。

我们有时候会研究闭区间上的函数， 那么对于区间端点， 我们只用考虑一
侧，这让我们想到定义单侧极限和单侧连续，这里略过。

4.2 函数极限的性质

和数列极限一样我们可以证明函数极限也具有相应的性质。
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定理 14. 极限的四则运算

设 x!x0 时 f!�; g! �，则有

1 . f + g!�+ � ;

2 . f � g!�� ；

3 . 若 �=/ 0 则 f /g!�/� 。

定理 15. 夹逼定理

设 f ; g; h 是函数，a 是实数，且存在一个邻域 (a¡ �; a+ �)，当 x2 (a¡ �;
a+ �) 时

f � g� h

恒成立。若

lim
x!a

f = lim
x!a

h= b;

则

lim
x!a

g= b:

我们经常需要处理复合函数，所以有

定理 16. 复合函数的极限

设函数 f(y) 在 y0 处的极限是 a ，函数 g(x) 在 x0 处的极限是 y0 。如果
存在 x0 的一个去心开邻域 V (x0; r)，在此开邻域中 g(x)=/ y0 ， 则复合函数
f(g(x)) 在 x0 处的极限是 a 。

为什么要加黑字条件，是因为这样的例子

f(y)=

�
1; y=/ 0:
0; y=0:

又 g(x)� 0 。 大家可以算一下。
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